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ЗАДАЧА ПЕРЕНОСА ВЕЩЕСТВА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОРИСТОЙ СРЕДЕ С 
ФРАКТАЛЬНОЙ СТРУКТУРОЙ C УЧЕТОМ АДСОРБЦИОННЫХ ЯВЛЕНИЙ 
 
Б.Х.Хужаёров, Ж.М.Махмудов, А.И.Усмонов, Б.О.Саидов 
Самаркандский государственный университет  
b.khuzhayorov@mail.ru; j.makhmudov@inbox.ru; a.usmonov.91@mail.ru;  
 
Аннотация. Процесс аномального переноса вещества в коаксиальной цилиндрической 
пористой среде моделируется дифференциальными уравнениями с дробной производной. 
Поставлена и численно решена задача переноса вещества в двухзонной цилиндрической среде, 
состоящей из макро- и микропор, с учетом адсорбционных эффектов. Определены профили 
изменения концентраций взвешенных частиц и адсорбированного вещества в макропоре и 
микропоре, поверхности локальной концентрации в микропоре. Оценено влияние адсорбционных 
явлений и порядка производной по координате, т.е. фрактальной размерности среды, на 
характеристики переноса вещества в обеих зонах.  
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A problem of solute transport in a cylindrical porous media with a fractal structure taking into 
account adsorption phenomena 
Abstract. The process of anomalous solute transport in a coaxial cylindrical porous media is 
modelled by differential equations with a fractional derivative. The problem of solute transport in a two-
zone cylindrical media consisting of macro- and micropores taking into account adsorption effectshas 
been numericallyposed and solved. The concentration profiles of suspended particles and the adsorbed 
solute in the macropore and micropore, the surface of the local concentration in the micropore are 
determined. The influence of adsorption phenomena and the order of the derivative with respect to the 
coordinate, i.e. fractal dimension of the media, on the characteristics of the solute transport in both zones 
is established. 
Keywords: porous media, solute transport, adsorption, fractional derivative, macropore, 
micropore. 
 
Введение. Задачи переноса веществ и фильтрации неоднородных жидкостей имеют 
большое практическое значение во многих отраслях техники и технологии. Нефтяные и 
водоносные пласты могут содержать   зоны с неподвижной или малоподвижной жидкостью, где 
фильтрация жидкости и перенос вещества происходит с проявлением ряда особенностей. 
Опубликовано много работ, где на основе экспериментальных исследований выявлены 
своеобразные эффекты. В теоретических работах исследования основываются, в основном, на 
феноменологические математические модели. 
Концептуально, модели могут быть разделены на две большие группы [1]. В первой группе 
моделей процесс описывается с микроскопической точки зрения. Перенос вещества 
рассматривается в одиночной поре или канале с определенной геометрией или в пустотной среде 
между агрегатами определенного вида. Перенос из макропоры в окружающую среду описывается 
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уравнением диффузии. Такие типы моделей анализировались, в частности, в работах [2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8]. 
Во второй группе моделей геометрия макропоры и окружающей их среды не 
рассматривается в явном виде, а вместо этого каналы различного размера и окружающих пород 
рассматриваются как единое целое и исследуются с макроскопической точки зрения. Среда 
разделяется на две части, в одной из которых жидкость считается мобильной, т.е. подвижной, а в 
другой части – неподвижной или малоподвижной. Массообмен между двумя частями (или зонами) 
обычно описывается кинетическим уравнением первого порядка. Модели такого типа обычно 
называются моделями «подвижного – неподвижного» типа. В качестве одной из первых моделей 
такого типа можно указать работу [9], где введены понятия мобильной и иммобильной частей 
(зон) среды. Этот подход далее был развит в работах [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. 
В работе [9] пористая среда разделяется на две части (зоны): с подвижной и неподвижной 
жидкостью. Диффузионный поток между зонами считается пропорциональным разности 
концентраций в зонах. Рассматриваются сорбционные процессы в обеих зонах. Сорбция считается 
равновесной с линейной изотермой. Представленная в работе модель хорошо описывает известное 
явление “хвостообразование”, характерное для переноса веществ в агрегированных средах. Кроме 
того, установлено более раннее проявление кривых прорыва. 
Породы многих нефтяных месторождений, как правило, являются неоднородными как в 
микроскопическом, так и макроскопическом масштабе. Типичным примером неоднородных 
пористых сред являются агрегированные и трещиновато-пористые среды. 
Сложная траектория частиц жидкости и вещества в межагрегатной среде, трещинах и 
пористых блоках обуславливает аномальность переноса, так что обычные уравнения 
конвективного переноса не могут адекватно описать перенос вещества, транспортные уравнения 
должны учитывать эту аномальность. Такие среды могут быть рассмотрены как фракталы.  
Во фракталах, одним из первых, уравнения переноса были предложены в [18]. В 
трещиновато-пористых средах уравнения переноса были анализированы в [19,20,21]. Показано, 
что порядок дробной производной в уравнениях зависит от фрактальной размерности среды. 
Известно, что для нормальной фиковской диффузии перенос вещества описывается 
уравнением диффузии [22], которое является инвариантным если масштабы расстояния x  и 
времени t соотнесены как tx ~2  .  Многочисленные экспериментальные исследования 
показывают, что в фрактальных пористых средах данное соотношение нарушается. 
Среднеквадратичное расстояние частицы при случайном блуждании подчиняется соотношению 
)2/(22 ~  tx , где   - показатель аномальности диффузии. Следовательно, масштабы для 
уравнения диффузии должны быть соотнесены как )2/(20
2
0 ~
tx .  Понятно, что при 0  
получается соотношение для классического закона Фика. Показатель аномальности диффузии 
определяется фрактальной размерностью среды fd . Например, для кривой Кох имеем 22  fd
, где 3ln/4lnfd . В этих условиях уравнения переноса вещества содержат дробные производные 
как по времени, так и по пространственным координатам. 
Одна из проблем, возникающих при использовании дробных производных, заключается в 
том, что не существует их однозначное определение. Численные методы решения задач для 
уравнений с дробными производными привязаны к виду выбранной производной, поэтому 
возникает необходимость анализа и сравнения результатов, полученных при использовании 
разных определений и численных методов. 
Как отмечалось выше, модели с определенной геометрией рассматриваемой области 
позволяют в явном виде определить перенос массы из одной зоны в другую. 
В данной работе численно исследуется задача аномального переноса вещества в 
двухзоннойцилиндрической среде с учетом явления адсорбции. Как в макропоре, так и микропоре, 
учитывается фрактальная размерность в диффузионных членах. Оценивается роль адсорбции и 
аномальности переноса в изменении концентрационных полей в обеих зонах.  
Постановки задачи. Рассматривается цилиндрическая пористая среда фрактальной 
структуры с цилиндрической  макропорой в центре, т.е. область исследования задачи состоит из 
двух частей: 1)  Макропористая среда (макропора), имеющая радиус a  (т.е. область 
 arx  0,01 ), с большими порами, характеризующаяся относительно высокой 
пористостью и средней скоростью жидкости в ней,  2) Окружающая цилиндрическая 
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микропористая среда (микропора), занимающая область  brax  ,02 , имеющая низкую 
или нулевую пористость и, соответственно, скорость потока (Рис. 1) [23].  
 
Рис.1. Цилиндрическая среда с цилиндрической макропорой. 
 
В макропоре с фрактальной структурой в одномерной постановке перенос вещества 
































,    (1) 
где mc – средняя концентрация в 1 , 
33 мм ,  mD  – коэффициент диффузии в макропоре, см
 , 
mv  – средняя скорость распространения вещества в 1 , см ,   – порядок производной (
21  ), m , im  – коэффициенты пористости макропористой и микропористой сред, m – 
относительная объемная плотность области 1 , ms  – концентрация адсорбированного вещества в 
макропоре, imc   –  средняя концентрация вещества в области 2 , 






c ),,(2 22 ,     (2) 
ac  – локальная концентрация в 2 , 
33 мм . 
Распространение вещества в области 2  описано уравнением диффузии с дробной 





































a , bra  ,   (3) 
где  as  – локальная концентрация адсорбированного вещества в окружающей цилиндрической 
среде, aD – коэффициент эффективной диффузии в 2 , a – локальный коэффициент пористости 
микропористой среды, 1  – порядок производной ( 10 1  ), a  – объемная плотность 
микропоры. 
В макропоре, так и в микропоре происходит адсорбция вещества по закону Генри с 
различными коэффициентами адсорбции 
mmm cks  , aaa cks         (4)  
где mk , ak – адсорбционныйкоэффициент вещества в макропоре и окружающей микропористой 
среде. 
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Xujayorov et al.: A problem of solute transport in a cylindrical porous media with
Published by 2030 Uzbekistan Research Online,
35 
 
0),0( xcm ,          (7) 
0),0( xcim ,         (8) 
0),,0( rxca ,         (9) 





cm .       (11) 
Численное решение задачи. Для решения задачи (5) – (11) применяем метод конечных 
разностей [24].  
Перенос вещества в макропоре считается одномерным, поэтому в области  






  ,...1,0,,0,,,),,(Ω 11 iTkK
Tihxktxt ikikh ,  
где   – шаг сетки по времени, 1h  – шаг сетки по направлению x,  T  – максимальное время, в 
течении которого исследуются процесс,  K  – количество интервалов сетки по времени. А в 









Tktrxt jikjikhh ,0,,,...,1,0,,,0,,),,,( 22121 , где 2h  – шаг 
сетки по направлению r , J  – количество интервалов сетки по радиусу.  
Соответствующие разностные схемы для уравнений (5), (6) имеют вид 
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  (13) 
        1,0,1,1,,0  KkJjIi , 
где   kimc ,  kiimc ,  k jiac ,  - сеточные значения функций ),( xtcm , ),( xtcim , ),,( rxtca  в точке 




 ,        22, 1 llw l ,      111 2222,2 1   llw l ,   – гамма функция,  
I  – берется достаточно большим, чтобы концентрационные профили не доходили до выбранной 
условной границы области.  
 Вводим следующие обозначения 
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Q    (16) 
С учетом обозначений (14)-(16) уравнения (12), (13) приводятся к виду 


























     (17) 
        1,0,1,1  KkIi















 1,0,1,1,,0  KkJjIi ,   (18) 
Расчетная схема следующая. Сначала из (18) определяется   1,k jiac . После этого 
определяем  imc  из (2) путем численного интегрирования. Затем из (17) определяются сеточные 
значения   1jimc . 
Результаты расчетов. По приведенному выше численному решению проводились 
расчеты. В расчетах использованы следующие значения исходных параметров: 7105,2 aD
см 12 , 510mD см ,  410mv  м/с, 01,00 c , 0,1 f , 6,0a , 05,0a м, 25,0b м, 
5105,2 ak  м
3/кг, 5105,2 mk  м
3/кг,  2000m   кг/м
3, 2000 im   кг/м
3, 2500a  кг/м
3. 
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Рис. 2. Профили концентраций mc (а), imc  (б)при 3600t  с, 
410mv  м/с, 
610aD см 12 , 510mD см ,  5105,2 ak  м3/кг, 510mk  м3/кг, 
2,11  ; 8,1,11  ; 4,1,11  . 
 
Как видно из Рис.2, уменьшение значений   от 2, приводит к усилению диффузионных 
эффектов в обеих зонах. Сравнение этих результатов с соответствующими при 0ak  и 0mk  


















Рис. 3. Профили концентраций mc (а), imc  (б)при 3600t  с, 
410mv  м/с, 
610aD
см 12 , 510mD см

, 5105,2 ak  м
3/кг, 510mk  м
3/кг, 
1,2 1  9,0,2 1  8,0,2 1   
 
На Рис.3 приведены результаты при уменьшении  1   от 1. Это приводит к 
интенсификации распространения вещества в зоне 2  (Рис.3б), что отражается на распределение 
в 1 . Интенсификация переноса в 2  означает увеличение поглощения из 1  в 2 . Вследствие 
этого, при уменьшении    1    от    1   в  1   существенно   замедляется   интенсивность 
распространения вещества (Рис.3а). 
Аналогичные явления можно наблюдать на поверхностях локальной концентрации аc  
(Рис.4, 5). Граничная линия поверхности при ar   соответствует значению концентрации на 
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Рис. 4. Поверхности ac при 3600t  с,
610mv  м/с, 610aD см 12 , 
510mD см ,
5105,2 ak  м
3/кг, 510mk  м







am cc ,  в) 
r, м 
x, м 










Рис. 5. Поверхности ac  при 3600t  с, 610mv  м/с, 610aD см 12 , 510mD см ,
5105,2 ak  м
3/кг, 510mk  м
3/кг, 1,2 1  (а);  9.01  (б);  8,01  (в). 
 
Теперь задачу переноса вещества решаем для равновесной адсорбции по изотерме 
Фрейндлиха  
n
mmm cks  , naaa cks  ,  10  n .       (19) 



















1 .          (21) 
Сравнение с соответствующими результатами по изотерме Генри показывает, что при 
прочих равных условиях уменьшение значения n  от единицы приводит к большим 
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Рис. 6. Профили концентраций mc в различные моменты времени при 
410mv  м/с, 610aD
см 12 , 510mD см , 5105,2 ak  м3/кг, 510mk  м3/кг, 8.0n , 2,11  (а);  8,1,11 













t=900 c, t=1800 c, t=3600 c 
10









Рис. 7. Профили концентраций imc в различные моменты времени при 
410mv  м/с, 610aD
см 12 , 510mD см , 5105,2 ak  м3/кг, 510mk  м3/кг, 8.0n , 2,11  (а);  8,1,11 












t=900 c, t=1800 c, t=3600 c. 
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Рис. 8. Поверхности ac при t=3600 с, 8,0n , 410mv  м/с, 610aD см 12 , 510mD см ,
5105,2 ak  м
3/кг, 510mk  м
3/кг, 2,11  (а);  8,1,11  (б);  9,0,2 1  (в). 
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Рис. 9. Поверхности ac  приt=3600, 9,0n , 410mv  м/с, 610aD см 12 , 
510mD см , 5105,2 ak  м
3/кг, 510mk  м
3/кг, 2,11  (а); 
8,1,11  (б);  9,0,2 1  (в). 
 
Заключение. Показано, что адсорбция приводит к общему замедлению процесса 
распространения вещества, т.е. к ретардационным эффектам. Нелинейная адсорбция с показателем 
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характеристики переноса. Уменьшение порядка производной в диффузионных членах уравнений 
переноса в обеих зонах приводит к «быстрой диффузии». Влияния адсорбции и фрактальности 
переноса в виде уменьшения порядка производной в диффузионных членах на характеристики 
переноса являются противоположными. 
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